

















numerically  advantageous,  their  practical  implementation  in  real‐life  scenarios  becomes 









of  electrically  small  single  sharp‐edged  dielectric  targets  with  moderate  or  high  dielectric 
contrasts.  
Keywords  –  Composite  objects,  integral  equations,  method  of  moments  (MoM),  electric‐field 













regions,  or  the  finite‐element methods  [6],  [7] which  call  for  the  explicit  insertion  of  absorbing 
boundary conditions [8]. In the Galerkin discretization by the method of moments [9] of surface‐
integral equations,  the  currents and  the  tangential  traces of  the  field  spaces over  the boundary 
interfaces are expanded and tested, respectively, with the same set of basis functions. Typically, 
these are divergence‐conforming sets, such as the RWG set, which enforce normal continuity across 
the  edges  arising  from  the  discretization  and  span  a  finite‐dimensional  subspace  inside 
 1/2 div ,  H [10], the function space that encompasses the space of currents and the dual of 
the  range of  the  tangential‐trace operators  [11]‐[13].    The Galerkin‐discretization with  the RWG 
basis functions of the EFIE and PMCHWT formulations [1], [14] excel as conforming schemes, hence 
with  converging  solutions  in  the  physical  space  of  currents  [15],  [16].  Moreover,  these 
implementations  are  numerically  advantageous  because  the  hypersingular  kernel  contributions 
cancel out.  





[19]‐[23].  In any case,  these single‐surface  (or single‐trace) approaches have been successful  for 
decades  in the analysis of composite structures despite the  involved search of  junctions and the 
required identification of the number and type (metallic or penetrable) of intersecting regions at 
each  junction.  More  recently,  other  so‐called  two‐surface  [24]  or  multi‐trace  [25]  schemes 
circumvent the management of junctions by treating the composite object as a set of disjoint objects 
immersed in a host medium, with the separation distances tending to zero. These schemes provide 
improved  flexibility  when  managing  composite  objects  but  require  the  definition  of  additional 
redundant unknowns at touching surfaces. Clearly, the single‐trace approaches were developed in 








independent  tessellation  of  each  of  the  several  subdomains  that  form  the  original  structure. 
Similarly, although the double‐surface and multi‐trace techniques allow the juxtaposition of closed 




















of  square‐integrable  functions   2L  [30].  Interestingly,  they exhibit  similar or better accuracy 
than  the  conventional  RWG‐schemes  in  the  scattering  analysis  of  targets with  sharp  edges  and 
corners, PEC [27]‐[29], [31] or 2D TE‐dielectric [32], especially if moderately small.  Note that for a 
given  discretization  the  monopolar‐RWG  space  includes  the  space  spanned  by  the  RWG  basis 
functions [27]. 
As we show in the paper, our nonconforming EFIE‐PMCHWT implementations exhibit improved 
accuracy  when  compared  with  the  RWG‐schemes  in  the  analysis  of  single  small  sharp‐edged 
dielectric objects with moderate or high dielectric contrasts. Moreover, our schemes manifest  in 




nonconformal meshes  of  homogeneous  3D  targets,  PEC  [27]‐[30]  or  dielectric  [33],  [34],  or  2D 
composite objects  [32]. Our  schemes become also well  suited  for  the enhancement of  integral‐














2. NONCONFORMING PMCHWT FOR SINGLE PENETRABLE TARGETS 
The scattering analysis of an arbitrarily shaped penetrable body immersed in a host medium is 
usually  carried  out  through  the  equivalent  definition  of  the  original  problem  in  terms  of  two 
homogeneous problems associated with each of the two regions, outside (i=1) or inside (i=2) the 
body  (see Fig. 1). The scattered  fields  siE   and 
s
iH  are generated  in  the homogeneous problem 
associated with the region i by  iJ  and  iM , respectively, the electric and magnetic currents defined 
at the side of the boundary surface    inside the region i. In light of the equivalence theorem, the 
total  fields,  resulting  from  the  summation  of  the  incident  and  scattered  fields,  are  zero  in  the 
equivalent problem out of  the corresponding  regions  (see Fig. 1).    In  this paper, we expand the 
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where   ,p inJ   and   ,p inM   represent  the  sets  of  unknown  coefficients  in  the  expansion  of  the 









edges,  the  monopolar‐RWG  set  is  facet‐based,  with  no  continuity  imposition  across  edges.  In 
consequence, for a given closed triangulation, the RWG discretization handles as many unknowns as 
the number of edges, while the monopolar‐RWG set gives rise to twice this amount of unknowns or, 
equivalently, three times the number of triangles. The subsets   1nf ,   2nf  and   3nf  denote the 
three monopolar‐RWG contributions sharing the nth triangle  nS  so that 
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The  scalar  function  ,p in ,  from which  the discretized electric  and magnetic  scalar  potentials  are 
derived, is defined in general as [38] 
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where  nS  and  ˆ
n
cn  denote, respectively, the closed contour around the source triangle and the unit 










 r r  ,    R  r r                                                                        (9) 
The constants ki and ηi stand for the wave number and the impedance of the region i, respectively, 
and are expressed in terms of the free‐space constants, k0 and η0, as 
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Fig. 2. mth triangle arising from the discretization of the boundary surface 
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through  well‐known  integration  routines,  and  to  double‐contour  integrals,  which  become 
unbounded for self‐ or edge‐adjacent interactions. Over the last years, several strategies have been 
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must be zero [27]‐[29].  In this paper, we adopt the  latter choice,  for which several non‐Galerkin 
testing procedures can be defined (volumetric or tangential‐normal). 
 
2.1. VOLUMETRIC TESTING 
We test the scattered fields through a set of testing functions  ,q imw defined over a set of wedge 
elements,  imV , attached to the boundary‐surface inside the region i, where the null‐field condition 
must be accomplished according to the equivalence principle (Fig. 2). This scheme is analogous to 
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where  qm  represents the projection of the vector   qmr r  onto the plane of the triangle  mS  and 
i






wedge  associated  with  the  q‐th  vertex  with  respect  to  ˆmn   (see  Fig.  2.).  For  testing  elements 
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We define the tangential‐normal testing functions  ,q imt as RWG basis functions so that 
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where  ( )qmf r  and 
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where  ,q imr  and 
,q i
mA represent, respectively, the position vector of the off‐boundary vertex  and  the 
area of  ,q imS   (see Fig. 3) . 
 
 
Fig. 3. mth triangle arising from the discretization of the boundary surface 




The monopolar‐RWG  discretization  of  the  PMCHWT  formulation  with  tangential‐normal  testing 
gives rise to the following matrix system [32] 
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where the testing of the gradients of the scalar potentials can be simplified through 
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the height  ,q imH  of the testing triangle 
,q i
mS , which we define with the same value in both regions as 




3. NONCONFORMING EFIE-PMCHWT FOR PIECEWISE HOMOGENEOUS 







was  particularly  compelling  in  earlier  times,  when  the  computational  resources  were  limited. 
However,  the  establishment  of  the  continuity  conditions  at  junctions  demands  some  previous 
insight into the mesh topology in order to identify edges and junctions, which may actually be rather 














arbitrary number of  junctions and a different number and  type of  intersecting  regions each will 
require significant effort.  
 
Fig. 4. Surface equivalence theorem applied to a composite object with 
two penetrable regions and one PEC region. xy-plane cross section of the composite object is presented.  
The dashed lines denote surface interfaces between regions. The nodes denote junctions. 
 
 
The  single‐surface RWG‐discretization of  the EFIE‐PMCHWT  formulation  can handle meshes, 
such as Fig. 5‐(a), where the intersecting regions at junctions are conformal at the junction as long 
as  the  appropriate  treatment  at  junctions  is  applied  [19]‐[23].  However,  this  approach  cannot 
address  the  analysis  of  nonconformal meshes meeting  at  junctions,  arising  very  often  from  the 
juxtaposition  of  independently  meshed  targets,  such  as  for  example  Fig.  5‐(c).  Alternative 
conforming implementations of the EFIE‐PMCHWT formulation, double‐surface or multi‐trace, are 




programming  burden  of  these  approaches  is  alleviated when  compared with  the  single‐surface 
approach because the treatment of junction‐edges is avoided. However, the number of unknowns 
rises  because  of  the  definition  of  redundant  unknowns  over  touching  interfaces.  Although 
nowadays,  in  a  context  of  sufficient  memory  resources,  this  requirement  may  seem  of  minor 
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Fig. 5. Analysis of composite objects. (a) Single-surface interfaces and conformal segmentations 
(b) Two-surface interfaces and conformal segmentations ( 0  ) 
(c) Single-surface interfaces and nonconformal segmentations 









This  is  very  advantageous  because,  unlike  junction‐edges,  which  arise  from  the  intersection  of 
several  regions,  all  the  facets  arising  from  the  discretization  of  an  arbitrary  composite  object 
separate two regions only. Therefore,  these schemes  invoke  the same number of homogeneous 
problems in the analysis of composite objects as in the analysis of single objects. Namely, two if the 
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4. NUMERICAL RESULTS 










behavior  does  not  occur  [41],  our  schemes  offer  for  a  given  meshing  similar  accuracy  as  the 
conventional RWG approaches but doubling the number of unknowns. Analogous observations have 
been  reported  in  the  scattering  analysis  of  conductors  [27]  or  2D  dielectrics  [32]  with  the 
nonconforming discretization of, respectively, the EFIE and the TE‐PMCHWT formulations. 
In section 4.2 we show the suitability of our monopolar‐RWG implementations in the analysis 
of various  single or  composite objects discretized with nonconformal meshes, where  the  single‐
surface  RWG‐discretization  cannot  be  adopted.  Practically  speaking,  this  choice  makes  sense 












techniques  for  triangles  or  tetrahedral  elements  [43]  can  be  applied.  In  all  the  examples,  the 
scattered fields are computed under an impinging +z propagating x‐polarized plane wave, and the 
free space wavelength λ0 is set to 1m. 
4.1. Conformal meshes 
We test the accuracy of our monopolar‐RWG PMCHWT‐implementations on several small sharp‐
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where   s jE r   and   s jH r   denote  the  approximated  scattered  electric  and  magnetic  fields 
computed with our PMCHWT implementations on a set of K points   1 ,..., Kr r  distributed around 
the target under analysis at very close distance (one tenth of the average mesh parameter adopted 
in the discretization). Similarly, we compute the root‐mean‐square relative bistatic RCS‐ error efar  
over a set of M observation angles  1,..., M   in E and H plane  
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where  1 0    /M M     [32]. All the errors are computed with respect to reference results 
(REF) obtained with the conventional RWG‐implementation of the PMCHWT formulation and very 
fine unstructured mesh (around 16300 triangles per target) with h‐refinement near sharp edges and 
corners.  The  source  integrals  in  the  evaluation  of  near  fields  are  computed  with  singularity 






for  the  square  pyramid  (Figs.  6  and  8)  and  the  regular  tetrahedron  (Figs.  7  and  9),  and  two 
moderately high dielectric contrasts (εr=40 and εr=80 for the square pyramid; εr=20 and εr=50 for 
the regular tetrahedron). We define the normalized RCS‐error in Figs. 6 and 7 as [32] 
/ ,     /  tn tn R vol vol Rfar far far far far fare e e e e e                                                          (24) 
and, analogously, the normalized near‐field error in Figs. 8 and 9 as [32] 
/ ,      /tn tn R vol vol Rnear near near near near neare e e e e e                                                     (25) 








neare   correspond  to  the 











H,  which  in  turn  is  set  as  a  fraction  of  the mesh  parameter h.  In  view  of  the  definition  of  the 





the RWG‐scheme. Accordingly,  the solid uniform  line  in Figs. 6‐9  represents  the upper bound of 





and  H=h  (tangential‐normal),  between  H=h/1e5  and  H=h/20  (wedge‐volumetric)  or  between 
H=h/10 and H=h (tetrahedral‐volumetric). Our best performing monopolar‐RWG implementations 








Fig. 6.  Normalized RCS-error of our monopolar-RWG PMCHWT implementations, 
with respect to PMCHWT[R] and similar number of unknowns (around 2400) versus the height 
H of the testing elements for a square pyramid with side 0.1m (λ0=1m) and two relative permittivites 

















































Fig. 7.  Normalized RCS-error of our monopolar-RWG PMCHWT implementations, 
with respect to PMCHWT[R] and similar number of unknowns (around 2400) versus the height 
H of the testing elements for a regular tetrahedron with side 0.1m  (λ0=1m) and two relative permittivites 




Fig. 8.  Normalized near-field error of our monopolar-RWG PMCHWT implementations, 
with respect to PMCHWT[R] and similar number of unknowns (around 2400) versus the height 
H of the testing elements for a square pyramid with side 0.1m (λ0=1m) and two relative permittivites 





























































































Fig. 9.  Normalized near-field error of our monopolar-RWG PMCHWT implementations, 
with respect to PMCHWT[R] and similar number of unknowns (around 2400) versus the height 
H of the testing elements for regular tetrahedron with side 0.1m (λ0=1m) and two relative permittivites 





























































Fig. 10. RCS relative error of several monopolar-RWG PMCHWT implementations versus the number of unknowns for a regular 
tetrahedron with side 0.1m and square pyramid with side 0.1m (λ0=1m), and relative permittivities 40 and 50, respectively, for several 
values of testing heights H. The reference results are computed with PMCHWT[R] and very fine meshing (around 16300 triangles). 
 
 
Fig. 11. Near-field relative error of several monopolar-RWG PMCHWT implementations versus the number of unknowns for a regular 
tetrahedron with side 0.1m and square pyramid with side 0.1m (λ0=1m), and relative permittivities 40 and 50, respectively, for several 


















































































The  standard  single‐surface  RWG‐implementation  of  the  EFIE‐PMCHWT  formulation  cannot 
handle  the  nonconformal meshes  in  Figs.  12  and  13  because  the  two  triangulations  sharing  an 
interface  do  not  match.  Similarly,  this  conventional  discretization  cannot  manipulate  the 











are  actually  more  challenging.    As  for  the  H‐choice  in  the  nonconforming  analysis  of  the 
nonconformal meshes in Figs. 12, 13 and 15, we resort to Figs. 6 and 7,  where the monopolar‐RWG 
PMCHWT‐implementations  with  wedge‐volumetric  or  tangential‐normal  testing  produce  very 
similar accuracy as the RWG‐discretization for very small values of H. Therefore, in Figs. 12, 13 and 
15, we adopt H=h/1e4 for such monopolar‐RWG implementations. Additionally, in light of Figs. 6 
and  7,  the  tetrahedral  scheme  of  testing  deteriorates  the  accuracy  for  very  small  values  of  H, 
whereby our H‐choice in Figs. 12, 13 and 15 lies within the successful range of values of H observed 
in  Figs.  6  and  7.  Furthermore,  our  tests  suggest  that  the  nonconforming  analysis  of  the 








Fig. 12. Bistatic RCS of a composite object comprised of two dielectric cubes (εr=2 and εr=7) with sides of 
0.2m under an impinging x-polarized +z propagating plane wave and λ0=1m. The number of unknowns is 4026 for our single-surface 
monopolar-RWG PMCHWT- implementations and 4068 for the double-surface RWG PMCHWT-implementation (0), which is adopted 
as reference. The implementations with tangential-normal and wedge volumetric testing use H=h/1e4 while the implementation with 
tetrahedral testing uses H=h/5. 
 
 
Fig. 13. Bistatic RCS of a composite object comprised of a dielectric cube (εr=3, side=0.5m) and a PEC square pyramid (side=0.5m) 
under an impinging x-polarized +z propagating plane wave and λ0=1m. The number of unknowns is 2946 for our single-surface 
monopolar-RWG PMCHWT-implementations and 2832 for the double-surface RWG PMCHWT-implementation (0), which is 
adopted as reference. The PMCHWT-implementations with tangential-normal and wedge testing use H=h/1e4 while the PMCHWT 
implementation with tetrahedral testing uses H=h/5. 


























































































Fig. 14. Bistatic RCS of a dielectric sphere (εr=15, r=0.1m) under an impinging x-polarized +z propagating plane wave and λ0=1m. The 
number of unknowns is 4290 for our single-surface monopolar-RWG PMCHWT-implementations. The Mie series solution is adopted as 





Fig. 15. Bistatic RCS of a dielectric prism (εr=3) under an impinging x-polarized +z propagating plane wave and λ0=1m. The prism basis 
is square with the side equal to 0.1 m. The height of the prism is 0.2 m. The number of unknowns is 2220 for our single-surface 
monopolar-RWG PMCHWT-implementations and 2430 for the RWG implementation, which is adopted as reference.  
The PMCHWT-implementations with tangential-normal and wedge testing use H=h/1e4 while the PMCHWT-implementation with 
tetrahedral testing uses H=h/5. 
 




























































































or  tetrahedral  elements.  Although  the  computation  of  the  impedance  matrix  entries  becomes 
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